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Retas coincidentes retas coplanares (Contidas em um mesmo plano)
r=s=rlls rca,sca e rns=o=rlls
» Dois pontos distintos determinam uma Unica reta
» Trés pontos ndo colineares determinam um unico plano
» Se uma reta possui dois pontos distintos num plano, ela esta contida nesse plano.
» Por um ponto passa uma Unica reta paralela a uma reta dada.
» Dois planos distintos que tém um ponto comum sdo chamados PLANOS
SECANTES.
» Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo eles tem pelo menos um
outro ponto comum.
» Se dois planos distintos ttm um ponto comum, entdo a intersecdo desses planos
€ uma Unica reta que passa por aquele ponto.
» Dois planos sdo PARALELOS quando ndo tem ponto comum ou Sao

coincidentes.



Geometria métrica espacial

“0 MAXIMO COM 0 MINIMO"

Vocé ja deve ter percebido que as embalagens nos supermercados sdo caixas (caixa de leite, de suco, etc). Evidentemente, os fabricantes
querem que o volume que elas contém seja o definido (por exemplo, 1 L) com o minimo gasto de material possivel. Vejamos dois exemplos

de caixas:
20cm z
20cm
3 — 4cm )
D (o S 25cm
4 5cm ST T
10cm ] 25,32 cm

Ambas contém o mesmo volume (1000 cm® = 1 L; vocé, neste capitulo, saberéd calcular esse volume), porém, na primeira caixa utilizou-
se uma area total de 700 cm? (10 -5+ 10 -5+ 5 - 20 + B 20 + 10 - 20 + 10 - 20) em sua confec¢do, enquanto que na segunda utilizou-
se uma area total de 1186,40 cm? |2- ﬂ]+ 20-4+20-25+ 20-25,32]. Logo, a primeira caixa é a mais utilizada, pois oferece o
mesmo volume com menor custo. 2

Este e outros problemas envolvendo sdlidos geométricos, vocé estard apto a resolver ao término deste capitulo.

POLIEDROS

Chamamos de poliedro o sdlido geométrico limitado por poligonos que possuem, dois a dois, um lado comum.

diagonal .
. vertice

aresta

| «—face

Elementos do poliedro

Os elementos basicos de um poliedro sdo: faces, arestas, vértices e diagonais.

A aresta
b ] c Na figura dada, temos:
“%‘b * 6 faces
PB * 12 arestas
‘E / F vértice e 38 Vértices‘
’ * 4 diagonais
H G

As diagonais de um poliedro unem dois vértices que nao pertencem a uma mesma face.



Poliedro convexo -

Um poliedro pode ser convexo ou concavo. Dizemos que um poliedro é convexo quando em relacdo a uma face qualquer ele esta
inteiramente situado num mesmo semi-espago em relacdo a essa face.

O nosso estudo de métrica serd efetuado nos principais s6lidos geométricos convexos.

Nomenclatura dos poliedros

Em funcdo do ndmero de faces, os poliedros recebem os seguintes nomes:

4 faces — tetraedro
5faces — pentaedro
6 faces — hexaedro

10 faces — decaedro
12 faces — dodecaedro

20 faces — icosaedro

Poliedros regulares

Um poliedro convexo é regular se suas faces sdo poligonos regulares com o mesmo nimiero de lados e em cada vértice converge o mesmo
ndmero de arestas. ‘

Existem apenas cinco tipos de poliedros regulares:

TETRAEDRO OCTAEDRO ICOSAEDRO

Ny

| | |

20 faces

4 faces

s faces /\

planificado planificado planificado

ELLLE
pVAVAVAVAVAN
VVVVV




HEXAEDRO

i : planificado
6 faces
DODECAEDRO
S
12 faces . planificado

Relacdo de Euler

Em todo poliedro convexo, o nlimero de vértices mais o niimero de faces  igual ao niimero de arestas mais dois.
V+F=A+2

Exemplo:

Um poliedro convexo possui 4 faces triangulares e 3 faces hexagonais. Determine o nimero de faces, de arestas e de vértices desse
Joliedro.

Namero de faces: 4 + 3 =7=F=7

) 4 faces triangulares = 4 X 3 = 12 arestas
Nimero de arestas:

3 faces hexagonais = 3 6 = 18 arestas

30 arestas

Como uma aresta é comum a duas faces, entdo ela foi contada duas vezes.
Logo, 2A=30=A =15 .
Namero de vértices: V+ F=A + 2

V+7=154+2=V=10

Resposta: 0 poliedro possui 7 faces, 15 arestas e 10 vértices.

1. Determine o numero de vértices de um poliedro convexo que
possul b faces e 12 arestas.

2. Quantas faces possui um poliedro convexo de 10 vértices e 14
arestas?



3. Determine o nimero de arestas de um poliedro convexo de 8
vértices e 8 faces.

4. Determine o nimero de faces de um poliedro convexo, sabendo-
se que o numero de arestas excede o nUmero de vértices em 6
unidades.

5.Um poliedro convexd possui 6 faces triangulares e 3 faces
quadrangulares. Determine o numero de arestas e de vértices
desse poliedro.

6.Um poliedro convexo possui 5 faces triangulares, 4 faces
quadrangulares e 3 faces pentagonais. Quantos vértices possuli
esse poliedro?

PRISMA

Definigio ' B

Seja a figura ao lado, onde:
* 0 e sdo dois planos paralelos;
* p & um poligono contido em
* réuma reta que fura o no ponto F. @ F'{
Se considerarmos, nesta figura, todos os segmentos paralelos a t,

tais que uma extremidade & um ponto no poligono p e a outra extre- '

midade é um ponto no plana B, temos um sdlido geométrico chamado
prisma. L

Elementos do prisma

0s poligonos ABCDE e AB'C'D'E' sdo as bases.

k 0s lados AB BC,CD,DE,EA,A'B',B'C,C'D',D'E,E'A" das bases,
! sd0 as arestas das bases. ,

, | 0s paralelogramos AA'BB’, BB'CC', CC'DD’, DD'EE’, EEAA" sdo as fa-
h : ces laterais.

' 0s segmentos AA’, BB', CC', DD’ EE', paralelos a r, sdo as arestas
laterais.

A distincia entre o e B, planos das bases, € a altura (h).

L]



Prisma reto e prisma obliquo

Quando as arestas laterais de um prisma sdo perpendiculares aos planos das bases, o prisma é reto; quando ndo sao, o prisma é obliguo.

prisma hexagonal reto prisma triangular obliquo

Observe

Sé um prisma € reto, as faces laterais sdo retangulos.

Prisma regular

Um prisma reto é-regular quando as bases sdo poligonos regulares.

Exemplos:
]
prisma pentagonal regular prisma triangular regular

Se um prisma € regular, as arestas sao perpendiculares aos planos das bases, e as bases sdo poligonos regulares; conseqiientemente, as
faces laterais sao retangulos congruentes entre si. : ’

Area e volume de um prisma

Chamamos de area lateral (S ) de um prisma a soma de todas as areas de suas faces laterais.
A area total (S;) de um prisma & a soma da area lateral com as areas das bases (S,).

0 volume de um prisma é obtido pelo produto da area da base e a medida da altura do prisma.



__Lembre-se

cateto X cateto

A area de um tridngulo retangulo é 5

A area de um triangulo eqtilatero de lado ¢ é g22/§ .

3024/3

A area de um hexagono regular de lado ¢ é S

Exemplo:

A altura de um prisma triangular reqularé igual a 8 cm.
Calcule a area total e o volume desse prisma sabendo-se que a aresta da base mede 4 cm.

Prisma triangular reqular = as bases sdo triangulos eqiilateros.

Area da base: 5, :#=42—ZE— =5, = 4«6 cm?

Area lateral: S =8 - 4+ 8- 4+ 8- 4= S = 96 cm’

Areatotal: S =2 - S, + S =S =(2-43+96) cm* =S =8 (43 + 12) cm?

Volume:V=S,- h=V=4+3.8=V =323 cw’

EXERCICIOS
7.Determine a area da base, a érea lateral, a area total e o volume

de um prisma reto de altura 10 cm e cuja base é um tridngulo
retdngulo de catetos 3cm e 4 cm.

8. A altura de um prisma triangular regular € 10 cm. Calcule a area
lateral, a area total e o volume desse prisma sabendo-se que a
aresta da base mede 6 cm. '

9. Num prisma regular hexagonal, a altura é igual a 8 \E cm e a ares-
ta da base mede 8 cm. Determine a area da base, a area lateral, a
area total e o volume desse prisma.

10.Calcule a &rea total e o volume de um prisma triangular regular

cuja base tem perimetro igual a 30 cm e cuja altura € igual a ares-
ta da base. ,

11. A base de um prisma reto é um triangulo retangulo de hipotenusa
13 cm e um dos catetos igual a 12 cm. Calcule a area total e o
volume desse prisma cuja altura é igual a 10 cm.




12. Num prisma hexagonal regular de altura 10+/3 cm, a érea lateral
é o dobro da area da base. Determine a éarea total e o volume
desse prisma. '

Casos particulares de prismas quadrangulares

Paralelepipedo & um prisma quadranqular cujas bases sdo paralelogramos.

7

paralelepipedo obliquo paalelepipedo reto-re;éngulo ' cubo

Cubo

0 cubo & um paralelepipedo retdngulo cujas seis faces sdo quadrados equivalentes. Assim, suas 12 aresta
sdo congruentes entre si.
Como ja sabemos, as formulas da &rea total, da diagonal e do volume de um paralelepipedo retangulo sdc
A=2ab+2ac+2bc, d=va?+b +c? e V=a-b . c respectivamente.
Fazendo b = ¢ = a, em cada uma dessas formulas obtém-se
as formulas da area total, da diagonal e do volume de um cubo de
aresta de medida a: _
= Area A: A=2.a-at+2-a-a+2-a-a = A=6a

«Diagonald: d=Vatai+a =V3a = | d=a3

= Volume V: V=a-a-a = V=2

Observacdo
0 SI (Sistema Internacional de medidas) inclui o litro, além do metro cdbico, como unidade de vo-
lume. A unidade litro & definida como o volume de um cubo cuja aresta mede 1 decimetro, ou seja,
1L=1¢=1dm’




determinamos o volume da carroceria de caminhdo de Onofre; 108 m’,
Agora, vamos determinar o maior niimero de caixas que podem ser transportadas na carroceria de
seu caminhdo, considerando que todas tém a forma de um cubo cuja aresta mede 50 cm e que a
massa total das caixas ndo excede a tonelagem méxima que o caminhdo pode transportar,
Se cada aresta da caixa mede 50 cm, o volume ocupado por uma dnica caixa é:

V, =50 -50 - 50 cm’ = 125000 cm® = 0,125 m’

Exercicios

1. calculea diagonal, a area total e o volume de cada
um dos paralelepipedos retangulos representados

abaixo:
a) : f
: 2,5cm
I3 '
7
'.. ,". ,5 cm
2,5cm
b)
2,5cm
< 2,0cm
c) 3
E 2,0 cm
o'.: ....... E S5 I}
:' =~ 1,5cm

2. Determine ovolume deum paralelepipedo retangu-
lo sabendo que a medida de sua diagonal €3V 10 dm
e duas de suas dimensdes medem 4 dm e 7 dm.



3. Calcule a diagonal, a area total e o volume de um
cubo cuja soma das medidas das arestas é igual a
48 cm.

4. Calcule a érea total e o volume de um cubo cuja
diagonal de uma face mede 1,2 m.

= A figura mostra a planificacdo de um paralelepipedo
retangulo no qual a unidade das dimensoes indica-
das é o centimetro. Determine:

X

a) x,sabendo que a area total do paralelepipedo é
igual a 364 cm?,

b) o volume do paralelepipedo para x = 4 cm.

¢) a medida da diagonal do paralelepipedo para
X=6cm.

6. Num paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes 5 cm, 4 cm e 3 cm, calcule:
a) a diagonal;

b) a area total;

c) o volume,

............ ~ ~ 3cm

5cm

7. Se a area total de um cubo é 24 cm?, calcule:
a) a aresta; :
b) o volume.



8.Calcule a diagonal, a 4rea total e 0 volume de um paralelepipedo
reto-retangulo de dimensdes 8 cm, 6 cm e 4 cm.

9 A base de um paralelepipedo reto-retangulo & um guadrado de
area 36 cm?. Calcule a diagonal, a &rea total e o volume desse
paralelepipedo sabendo-se que sua altura & igual a 4 cm.

6

6

10. A base de um paralelepipedo reto-retdngulo é um quadrado.

Calcule o volume desse paralelepipedo sabendo-se que sua altu-
ra € igual a 3 cm e a sua édrea total é igual a 80 cm?.

11. Calcule a diagonal, a 4rea total e o volume de um cubo de aresta
igual a 5 cm.

12 Calcule a aresta e o volume de um cubo cuja érea total é igual
a 96 cm?.

13. Calcule a aresta e a rea total de um cubo de volume 27 m?.

PIRAMIDE

VR= h (altura)
VM (apotema da piramide)

RM (apbtema da base)

Note que o apétema (VM ) da piramide é a altura do triangulo
isosceles AVB. )

Area de uma piramide
~ Chamamos de area lateral (S,) de uma piramide a soma das areas das suas faces laterais.
Chamamos de area total (S,) de uma piramide a soma da drea lateral (S) com a érea da base (S;).
S, =S +5, Volume de uma piramide
0 volume de uma piramide é dado pela expressdo:
S, — darea da base

v=.§8_3.b. onde: {h — altura da piramide



Lembre-se

O apétema de um quadrado de lado ¢ é L

O apdtema de um hexagono regular de lado ¢ ¢ £~3 :

2
O apétema de um tridngulo eqtiildtero de lado ¢ & E'f

Exemplo:

Uma piramide quadrangular regular de altura h = 4 m tem uma aresta da base medindo 6 m. Calcule:
a) o seu volume; v S, -h

b) o seu apotema;

c) a sua area total.

b) Apétema VM =7

No A retangulo VPM, aplicando o teorema de Pitagoras:
UM2=42+32=VM =5m

c) A érea total (S,) da superficie externa de uma piramide & a soma da area da base (S;) com a area lateral (S,):

S, & igual a quatro vezes a rea de cada tridngulo: S =4 X i}

- A rea total (S,)
endo: [, _
ks G =>5L=4><§é=60m2 5,=5,+5;
h=VM=5m 2 S,=6-6=36m

S, =36 m*+ 60 m* = 96 m*

EXERCICIOS

14 Numa pirdmide quadrangular regular, a aresta da base mede 16 cm.
Calcule a area total e o volume dessa piramide sabendo-se que
ela tem uma altura de 6 cm.

15 .A aresta da base de uma piramide hexagonal regular mede 4 J3cem.

Calcule a 4rea total e o volume dessa piramide sabendo-se que
ela tem uma altura de 8 cm.




16, O apotema da base e o0 apdtema de uma piramide quadrangular
regular medem, respectivamente, 5 cm e 13 cm. Calcule a area
total e o volume dessa piramide.

17. O apdtermna e a aresta da base de uma pirdmide triangular regular
medem, respectivamente, 10cme 12 A3 cm. Calcule a érea total
e o volume dessa pirémide.

18Calcule o volume de uma pirdmide tridngular regular que tem uma
aresta da base igual a 6 cm e altura 8 cm.

194 4rea lateral de uma pirdamide quadrangular regular mede 60 cm?.
Determine o volume dessa piramide sabendo-se que a aresta da
base mede 6 cm.

20. Uma piramide quadrangulas regular de volume igual a 128 cm?®
tern uma altura igual a 6 cm. Determine a medida da aresta da

base e do apdtema da piramide.

JILINDRO CIRCULAR
Area total de um cilindro reto
A drea total (S,) da superficie externa de um cilindro reto é a soma das areas das bases com a érea lateral:

¢ S, — drea da base
= + :
Ih S;=25.+5 . ande S, — area lateral

Seja o cilindro reto de altura h, com bases de raio r: r

S, = w 1? {area do circulo de raio r. base
area de um retangulo de dimensdes 2w r, que é o

S =2wrh X . s
comprimento da circunferéncia, e h

Assim: i
S,=2mrz+2mrh ou S =2mwr(r+h)

Volume de um cilindro 2nr
0 volume de um cilindro é igual ao produto da &rea da base (S,) pela altura (h).

Sendo S, = m r?, entdo: V=mrth



CONE CIRCULAR

Cone reto e cone obliquo
Quando o eixo é perpendicular ao plano da base, o cone é reto; quando ndo, o cone é obliquo.

v/

Num cone reto, as geratrizes sao todas congruentes
entre si, e sendo g a geratriz, h a altura e r o raio da base,
h aplicando a relacdo de Pitdgoras, temos:

gz =R+

cone reto cone obliquo
Cone eqiiilatero
Um cone reto é eqiiilatero quando a geratriz é igual ao dobro do raio da base.

Aplicando a relagdo de Pitagoras:
(2r)2= h? +r?
4r¢i—rP=h* =h?*=3r°

h=r\3

Area de um cone / \

A drea lateral de um cone & obtida por meio da expressdo:  § =@ rg \

A drea total de um cone é a soma da area da base com a area lateral.
8. =8+ R
S, =mrtmrg= S =ar(r+g) 9 -

superficie lateral planificada

Volume de um cone
0 volume de um cone é dado pela expressao:

v=Seh

S, = 7 r2 — area da base
onde

h — altura

Exemplos:
1, Calcule 2 4rea da base, a 4rea lateral, a drea total e o volume de um cone reto, de altura iqual a 4 cm e raio da base igual a 3 cm.

¢ =h+r Area da total:
@=4&+3Fg=>5m §. =5, +5=25=9m+15m=5 = U’
Area da base: Volume:
S=mr=a§=n¥=a5= 97 cm?
Sh o w4 5
Area lateral: V= T:V—T:V_lzﬂm

§=mg=S =m-3-5=5 =1’



2. Qual é o volume de um cone eqiiilatero cujo raio da base é igual a 6 m?

cone eqiiilatero = g = 2r h2+ rP=g*=h?+ r* = (2r)*

h2= 3r2=>h=rx/§=6-xf§m

V = M:}V= 72+/3 7 m3

3 ESFERA

Volume de uma esfera

0 volume de uma esfera pode ser obtido a partir da expressao:

4
V=—=-R3

3 Chamamos de superficie esférica o conjunto dos pontos
P do espaco, tais que OP = R.

Area da superficie esférica
A area da superficie esférica pode ser obtida a partir da expressao:

V=i1'r-R3 £
3

Area da superficie esférica

A area da superficie esférica pode ser obtida a partir da expressdo: S = 4 7w R?

Seccao de uma esfera
A interseccdo de uma esfera e um plano é um circulo.

0 — centro da esfera
R — raio da esfera
r — raio do circulo
— distancia do circulo ao centro da esfera
C — centro do circulo

A relacdo entre R, r e d é dada pelo torema de Pitagoras.

o}
RE=1r +
R
d
c 3

Quando o plano passa pelo centro da esfera, a seccdo é um circulo de raio igual ao raio da esfera. Dizemos entdo que a sec¢do éum
circulo maximo da esfera. :

Exemplos:

1. Uma seccdo-plana feita a 3 cm do centro de uma esfera tem &rea igual a 16 cm?. Calcule o volume da esfera e a area da superficie
esférica.

—J 2 = 2 2 = =
S:ircuLu mE= 16 =qrl=r 16=r=4cm

d—3tm} RZ= 2+ (2
=

r=4cm RE= 42+ 32=R=5¢m

Ve daposv=4 pooy=200 " m
3 3 3

S=47RP=S=4 -7 5=5=100m cm?

2. Calcule o volume e a superficie de uma esfera cujo circulo méaximo tem area igual a 100w cm?,
Sate = TP =107 =P =1 = 100 =r = 10 cm
0 raio do circulo maximo & igual ao raio da esfera (r = R).

4 4000
s

V=%11R3=V:§-¢r-103=>v= cm?

S=4mRR=S5S=4-7-10°=S = 400w cm?



