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Plano cartesiano

Vamos apresentar novamente o plano cartesiano, ja caracterizado no volume 1 desta colegdo.

Consideremos dois eixos orientados, x e y, perpendiculares em 0. 0 plano determinado por esses eixos é
o plano cartesiano.

Cada uma das partes em que o plano fica dividido pelos eixos x e y recebe o nome de quadrante. Os quatro
quadrantes sdo numerados no sentido anti-horario, como mostra a figura:

y = 0 eixo x (ou eixo 0x) recebe o nome de eixo das abscissas.
20 quadrante | 12quadrante = 0 eixo y (ou eixo Oy) recebe o nome de eixo das ordenadas.
= 0 ponto 0 & a origem do sistema de eixos cartesianos ortogonal ou
retangular. Esse sistema € frequentemente indicado por x0y.
Dado um ponto P qualquer do plano cartesiano, tragamos por Pas
32quadrante | 42quadrante retas paralelas aos eixos x e y. Sejam P, e P, os pontos de intersecao
dessas retas com os eixos x e y, respectivamente. '

(0] X

Dizemos que:
= a ahscissa de P (indica-se por x,) é a medida algébrica do segmento OP,; 20 O iy

w a ordenada de P (indica-se por y,) é a medida algébrica do segmento O_Pe;
« as coordenadas de P sio os nimeros reais x, e y, indicados, em geral,

na forma do par ordenado (x, v,). !
—
1 Um ponto P possui coordenadas dadas por P(-2, 4). Isso significa y
— | que a abscissa de P vale -2 e sua ordenada vale 4. Fparid
.-g P encontra-se no 2°quadrante. ’,
E 20 X
Q
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Observacoes _

= A cada ponto P do plano cartesiano corresponde um par ordenado (x,, y,) de niimeros reais e, inversa-
mente, para cada par ordenado (x,, y,) de nimeros reais corresponde um ponto P do plano.

= Um ponto pertence ao eixo das abscissas quando sua ordenada é nula. Desse modo, para todoa € R, 0
ponto (a, 0) pertence ao eixo x.

= Um ponto pertence o eixo das ordenadas quando sua abscissa é nula. Assim, para todo b € R, o ponto
(0, b) pertence ao eixo y.

= Um ponto pertence & bissetriz dos quadrantes impares (b,,) quando suas coordenadas sdo iguais.




= Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares (b,,) quando suas coordenadas sao iguais.

y

Assim, para todo a € R, o ponto (a, a) pertence a bissetriz b, .

Pense nisto: Por que o
angulo indicado no sistema
cartesiano ao lado mede 45°?

Wilson Jorge
Filho

= Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes pares (b,,) quando suas coordenadas sao opostas.

Para todo a € R, o ponto (a, —a) pertence a bissetriz b,,.

Pense nisto: O ponto (a, —a)
pode pertencer ao 2° ou ao
42 quadrante.

<

Os exercicios seguintes estdo na pagina 12 n™ 1 a 6 (copiar e

responder)

Exercicios

1 Sutue no mesmo s:stema de eixos cartes:anos os
pontos A(1 3) B( =2 1) C(O —4) D( =3, 0), E( 2 3),

F(2 1),G(3 4)eH 31}
2




2 Fornega as coordenadas dos pontos dados no plano
cartesnano abaixo.
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= ’ »-Indnquequats pertencem - -

& ao 12 quadrante.  ¢) aoeixo x.
 blao2e qu:a_d,rvante.v f) aoeixoy.

- q ao 3° _q-uadra_nte. L g)a bissetriz b...
- d)aodequadrante.  h) & bissetrizb,



4 | Determme (0 smal do produto entre as coordenédas»
| . de um ponto o |
. A dois QUadrante
. ‘b) da bISSEU‘IZ b
i“"_c) do 3¢ quadrante |
| d) do EIXO das ordenadas.

5 Determme os valores reais de k para 0s quals 0
. ponto P(k2 9 5) pertence ao eixo das ordenadas.

6. Sendo a um numero real posmvo e bum numero
real negatlvo determine em que quadrante se en-
contra cada um destes pontos |

APab bafa b 9 R(Za g) e

Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos distintos A e B do plano cartesiano, chama-se distincia entre eles a medida do segmento

de reta que tem os dois pontos por extremidades.
Indicaremos a distdncia entre A e B por d,;.
= 1¢ caso: 0 segmento AB é paralelo ao eixo x.

y
A B
A U S
ol x, X X

A distancia entre A e B é dada pelo modulo da diferenca entre as abscissas de A e B, isto é:

dAB - |XA - XB'



—
A distancia entre os pontos P(—2, 4) e Q(3, 4) é d,y = |2 - 3| = |3:=(-2}] = 5.

Exemplo { N

y Pense nisto: E possivel eliminar o
P 4 Q modulo da expressao apresentada?
e
_=2 0 3 X 4

.

= 2¢ caso: 0 segmento AB & paralelo ao eixo y.

y

Yol----4B

yA S "A

ol )éA=xB X

A distancia entre A e B é dada pelo médulo da diferenca entre as ordenadas de A e B, isto é:

dAB = IYA = yal
3
A distancia entre os pontos R(3, —2) e $(3, 2) é d,s = |2 2| = |2 - (=2)] = 4.

2 v

= 2 A

[V}

<
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= 3% caso: O segmento AB néo ¢ paralelo a nenhum dos eixos coordenados.

Observe que:
- dAP = IXA - XBI
= dgp = IYA = ygl

Aplicando o teorema de Pitagoras ao tridngulo APB, vem:
(dys)® = (d,p)? + (d,,)?

(dAB)Z = (IXA gl XBI)Z F (IYA = YBI)2
a%, podemos escrever:

Como para todo a € R, [a]? =

(d)® = (%, - %)* + (v, ~ ,)°

dy = V05,5 5, |

Podemos observar ainda que, como (x, — %)% = (x, - ) e(V,~ V)= (v, y,)?, a ordem das diferencas
que aparecem no radicando ndo importa.
Assim, pode-se escrever, também:

d,y = V@ + (|

com Ax representando a diferenca entre as abscissas, e Ay, a diferenca entre as ordenadas dog pontos.

4 Vamos calcular a distancia entre os pontos A(2, 3) e B(5, 1).
s Temos:

=) 2 2 y

=9 d,; = V(4x)? + (Ay) &

E 2 2 - !

g dy =V(2-57+ (3-1) 5

;ﬁ d, =Y9 + 4 ™ N— .

d,; = V13 unidades ol 5 F——

b

J

quadrante,
pontos de outros quadrantes. Observe o

Embora tenhamos deduzido a férmula da distincia entre dois pontos usando pontos do 1°

podemos notar que ela nio perde a validade quando sdo utilizados
exemplo a sequir. -



—

A distancia d entre os pontos C(3, —2) e (-1, 4)
representados no grafico ao lado, & dada por:

y
\ *
d =B -(DF + (4= (-2) = VI6 + 36 = &2 ?

¥

Assim, d vale 2V13 unidades.

'Exemploj 18, ]

: 3
40 \
b _- -24 ---------- ‘:c

A partir de agora serd omitida a palavra “unidades” quando se tratar de distancia.

Pense nisto: A expressdo d = (Ax)? + (Ay)?, usada para calcular a distancia entre dois
pontos, também pode ser aplicada no primeiro e segundo casos apresentados. 4

Exercicio resolvido )

(1 . Mostrar que o triangulo de vértices A(2,2),B(~4,—6) e C(4,~1 2) é retdngulo e isdsceles.Em seguida, determinar seu
perimetro.
y Solucao:
E preciso mostrar que as medidas de seus lados satisfazem o teorema de
Pitdgoras.
X Temos:

m AB=d,=(4-2)+[2- (-6 = V36 + 64 = V100 = 10
= AC=d, =+(2-4) + [2- (-12) = V& + 196 = V200 = 102
= BC=d, =(-4-4) + [-6-(-12) = V64 + 36 = V100 = 10

Como(d,)* = (d,p)* + (d,.) pois [(10V2)? = 102+ 102, concluimos que o tridngulo
ABC é retangulo em B e seus catetos AB e BC possuem a mesma medida. Assim, 0
triangulo ABC é is6sceles, e seu perimetro € 10 + 10 + 10V2 = 10(V2 + 2).

Os exercicios seguintes estdo na pagina 15 n°* 14 a 21
(copiar e responder)



Exercicios )

r

14 Encontre a distancia entre os pontos dados. 18.0 pontos ABm + 1,15) e B(m, 3) pertencem a0 2
a) Al5,2)eB(1,3) quadrante e a distancia entre eles é igual a 13.Qual
b) C(-1,4)eD(-2,-3) éovalordem?
¢) E(-4,-3)e 0(0,0) :
d) F(-5,4) e G(2,-5) 19.Determine o perimetro do quadrilatero ABCD.
e) H(-1,5)el(-1,12) y
f) J=2,-1)eK(3,-4) =
g) L(-4,3) e M(-4,-7) B -
h) N(V2,V2) e P(-y2,12) \\
i) Q(1,3)eR(-3,3) o) I %
~ |
15.calculeo perimetro do triangulo ABC,sendo A(1,0), — b = \
B(3,7) e C(-2,4). 5

16.0 ponto B tem ordenada nula e dista 5 de A, que

possui ambas as coordenadas iguais a 4. Ache a 20.0 centro de uma circunferéncia é o ponto (-1,3).Sa-

abscissa de B. bendo que o ponto (2, 5) pertence a circunferéncia,
determine a medida de seu diametro.

17 .Entre os pontos A (—1—, 1) B (1 : i) C(2,1)eD(0,2),
P 2 2 21 Mostre que o triangulo de vértices (2, 4), (5,1) e

qual é o mais distante de E(1,1)? (6,5) é isosceles e calcule seu perimetro.

PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Mediante procedimento analogo, prova-se quey — Ja " Vs
M .
2

Portanto, sendo M o ponto meédio do segmento AB, temos:

M(XA+XB yA—I—yB
2 ’ 5

e Ry




EXemplo } Q\

1. Deum losango sdo conhecidos trés vértices, ndo necessariamente consecutivos: A(1, 3), B(-3, 5) e C(0, 6).

—

2

do ponto médio do segmento AB.

Dados os pontos A(3, —2) e B(— -1—, —4), vamos calcular as coordenadas

X, = —— ey, =

| Exemplo l \I _

Suponhamos que sejam dadas as coordenadas do ponto médio M do
segmento AB: M(0, 2). Se A(-2, 5), para encontrar as coordenadas
de B, podemos fazer:

B -2 + X,

& S X = ey~

Assim, B( ).

Determinar as coordenadas do quarto vértice desse losango.

Xy



RESOLUGAO DAS ATIVIDADES DO LIVRO SOBRE ALINHAMENTO DE TRES PONTOS PAGINA

43.

wl—x W~ —

N

No

B w|oo

o w

__14 2@l Ao
= 3 +3+3 -+ 3 3 /=0
alinhados

=8-8-16 =-16 # 0; ndo alinhados

=2-35-3+14-14+15=-8#0;

nao alinhados

==16—20—24 + 60 = 0; alinhados

= 18-18 = Q; alinhados

=—9+4+ 4 = -5 5 (; ndo alinhados



3 1 1
44 | 2 1 |=m0=6-—2MmM+6—-mM=0=

o -2 1
=-3m—+ 12=0=>m=4

45. Seja R(x, y) um ponto qualquer alinhado com Pe O:

3 5 1
R 1 |[=O0=-9+5x—y+3x—3y+5=0=
X Y 1

= 8X—4dy—4=0=2x—y—1 =0, VxVy

6 k 1
46. 3 4 1|l=0=
¢ 2—k 2 1

=24+ k- 2Q—-KkK+6—42—-k—12—3k=20
24—k +2k+6—-8+4k—-12—-3k =0
—k2+3k+10=0=k=50cuk=-—2

47 . Tome 3 pontos quaisquer entre os 4 fornecidos e verifique
que D = O. Em seguida, tome 0”42 ponto”e mais 2 usados
no calculo do determinante anterior. Verifique, para esses
3 novos pontos, que D = O.

48.d,, = V32 + 62 = V45 = 35
\d =d, +d
d,, =22+ 42 zwfzozzﬁj/ BC AB AC

| dge = V52 + 102 =125 = 5V5

(&

; 49. Os pontos ndo podem estar alinhados. Assim, D £ O:
2 =3 1
4 3 1 |#0=6—-15+2k—15—k+ 12#0=
k
5 = 1
2
= k=12
4 —15 1
50. a) Devemos ter|—4 5 1 |=0
X, Fs 1
20— 15><p—4yp—5><p —4y,—60=0
—20x_ —8y =40=5x_+ 2y = —10
p o] <] [
b) O ponto procurado pertence a reta AB e possui
ordenada nula: 5x, +0=—-10= Ky = —2,e o ponto
e =2, 0,



Observe abaixo a reta z, que passa por varios pontos cujas coordenadas sio conhecidas.

G:

Um ponto P(x, y) qualquer pertenceré a rquando estiver alinhado a dois pontos quaisquer de 7, por exem-
plo A e B:

4 7
A BePcolinearess >D=0=(3 5 1[=0=220+7x+3y-5x-4y-21=0=
Xy

—_ =

=22-y-1=0 @



A toda reta rdo plano cartesiano esta associada pelo menos uma equacdo do tipo ax + by + ¢ = 0, em que
4, b e ¢sdo nimeros reais, com a ¢ b ndo nulos simultaneamente, e x e yséo as coordenadas de um ponto
P(x, y) genérico de r. Costuma-se escrever r: ax + by + ¢ = 0.

Para obter a equacao geral da reta rque passa pelos pontos
= A(3,2)eB(—2,-1), basta impor a condi¢do de alinhamento
&' para A, Be P(x, y), ponto genérico de r:
3

32 1
2 -1 1|50
x y 1

Calculando o determinante, temos:
3+ 2X-2y+X-3y+4=0=3x-5y+1=0

Erédadaporrn3x-5y+1=0.

0 ponto C(2, 1) néo pertence a r. De fato, suas coordenadas ndo satisfazem a equacio de r:
3:2-5-1+1=0=2=0(falso)

Ja o ponto D(m—l, —%) pertencear:3 - (-1) -5 - (—%—) +1=-3+2+1=0.



Equacao da reta que passa pelos pontos
A(x, v,) e B(x, v,)

- Basta resolvermos o determinante:

[ Geral: ax + by + ¢ =0
1
w ¥ Segmentéaria: X + 3 =1
X ¥ 1=0 1 P q |
X, y, 1 Paramétricas: x = f (t) ey =1, (t)
| | Reduzida: y = mx + q

"2 . Determine a equacio geral da reta que passa pelos pontos A e B,
' nQs seguintes casos:

a)A4,2eB(1, -3
b)A (=2, —2) e B (3, 3)

3 Determine a equacao geral da reta que passa pela origem do sis-

tema cartesiano e pelo ponto médio de AB . Dados A (5, —=3) e
YB (-1, 7).
4 Obtenha a equacéo da reta que passa pelo ponto P (—2, 4) e pela
interseccao dasretasx +y —4=0e2x — 3y — 3 = 0.

5 Verifique se o ponto P (2, —1) pertence as seguintes retas:
a)3x+2y—4=0
b)x -3v+1=0"

6 Determine o valor de k para que o ponto P (5, 1) pertenca a reta
2x — 4y — k =0. |

7 Encontre a forma geral da equagao da reta que passa
pelos pontos:

a) (0,2) e (2, 3) ) (—1,—2)e(——12—, 3)

b) 1,2)e(=2,5) d) (0,—3)e (3, —2)



8 Verifique por quais dos pontos A(-2, —5), B(—1, 4),

C (2, ——g—) D3, 1)ekE (—1 ; -1,-59—) passa a reta de equa-

cao6x—5y—13 = 0.

9lEscreva a equacao geral das retas cujas equacdes parametricas
sao:;

X=3t+1 ; X:_—é—
a) =t+4 b)
Y= y=4t-3

10)Determine a equagao segmentaria das retas representadas a seguir:

a) Ay | i

el 4

11)Obtenha a equacao segmentaria das seguintes retas:
a)3x — 2y —2=0 bjx+o6y+3=0
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Coeficiente angular (m)

Dados dois pontos A (x,, y,) e B (x,, y,) entdo:

Dada a equacdo geralax + by + c=0= m = —%

Dada a equacdo reduziday = mx + q = m = tg & que define
a direcdo da reta (o angulo que a reta forma com o eixo X,
medido no sentido anti-horario a partir do eixo)

Equacdo da reta dados um ponto P(x, y,) e a direcao:
Y=Y, =M (X~ X)
Condicdo de paralelismo: r//s <> m = m_(r e s nao verticais)

Condicao de perpendicularismo:r L s & m = -1 (res
m

S

ndo verticais)

Coeficiente angular ou declividade de uma reta ré o niimero real m definido por:

~ sendo o a medida do dngulo de inclinacdo de r, temos as sequintes possibilidades:

y y

, .« :
/g’ o ad agudo. \0 o oé obtuso.

7 > m=tga>0 ~0 < Mm=tga<0

|
y it y
. r
o é reto. .
B » Como néo existe tg 90°, nao - 0=
0 X & possivel definir o coefi- 0 X' m=1g0°=0
ciente angular de .




Exemplo:

12 Logo o coeficinte angular da reta r
sera:

m = tg45° =

E da reta s sera:

m=1tg135° = —

22 Calcule o coeficiente angular da reta que passa por A(-5,4) e B( 3, 2):

Ay _ 4-2 2 1 e : . .
e 5 -3 - F (Calculamos a diferenga de "A para B".)

m

Ou poderia ser:

A = -
: Sl —2 - % (Calculamos a diferenca de “B para A".)

m e
Ax 3-(-5) 8

Es:;l:lL W

EXERCICIO PARA [ Lu Il j=)

LIVRO: DA PAGINA 37 N° 27 a 32



27 .Determine, em cada caso, a medida do angulo de ‘ F |

5\cfinagao o Ly 30.Encontre-aequagéoredu2|dadaretaquepassapelos
a) yi

S r ontos:

7 : \
°/ 22 J) (1,2eQ5) ¢ (03e-14
/2 el dB3-2el3)

bl oy

31 Em cada caso, determine o coeficente angulr de

| 3 rx-2y+6=0
e b)r:y=--;(-+5 |
C) ! ¢) rpassa por A3, 0) e B(-5, 4)
5 ‘ d) rpassa por C(0, 0)e D1, -3).
t e) rpassaporE-2, 5)e 3, 3)
f) rpassa pela origem e pelo pdnto mégio de GH,
28.tEas§;e;/la) :i f(guac;éo reduzida de cada reta represen- SendO GH; ]) p H(3, 5).
a) y c) y ‘
4 j’l/ 32 Obtenhaaformareduzidada equagiodaretarque
2 / © Z o T % possuioscoefiienteslineare angulariguaisa2e3,
7 respectivamente.P[-1, 1) ponto de
b) ¥ d) y

29 .Determine o coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos A(4, —1) e B(=3, 1). A seguir, encontre
sua equacao na forma reduzida.



RESPOSTAS DAS ATIVIDADES ACIMA:

| b)A(-2,-2)eBI(3,3)
2) aA@ 2eB(1, —3)
X \Y, 1 X ¥ 1
4 2 1|{=0=5x—3y—14=0 =0 =g 1=O=>x—y=0.
§ =@ 9 3 3 1]
3)
xy=2=2 y,=Ltle2 MR2 000
. ¥ 1 |
2 2 1|=0=22x—2y=0=x—-y=0
0 Q 1 |

4)

{x+y~--4:o {3x+3y~~12:o % =8

=3y =3=0 |2x=8y = 3=0 JHy=4= O::>y—1~::>(31)
y 1] ox =18 =10 :

4 !:O::>3x+5y—14=0

11

°) a)3x+2y—4=0 | b)x —3y+1=0

=C =gl 2+3+1=0
O::Qi[_\"si/} . r\

e 6= 0IF)

pertence

nao pertence



d)

1.1 -k=0=210-4-k=0

=0=2>2X+2y—4-3x =0=

0

=0=>-54+2~2y-5x+y+4=0=

= O:=>-—3—2><—%y—3x +y=-1=0=

=0=-3Xx+3y+9+2x=0=

X Yy 1
o 2 1
Zz 3 [
=>X—2y+ 4
~] 2 1
-2 5 1
X Yy 1
=3X+y+1=0
-1 =2 1
=
x y 1
= 10x—-y+8=0
x y 1
O -3 1
3 2 1

=X—3y—9=0

8 At 6-(—2) 5 (-5—13=—-124+25—-13 =0
A pertence a reta.
6--1)—5-4-13=—-6—-20—13 %0

B ndo pertence a reta.

9

E:

:6-2*5-(—

.
57

—)—13=12+.1~13=o

C pertence a reta.
6:3—5-1—-13=18—-18=0
D pertence a reta.

6-1=1)=.5

19

5

—13=—6—-—19—13 %0

E ndo pertence a reta.



: 3 1= 3X
t=y—4 4
1 \/1 - 4t:y+3:>t:v43
. | ;
=y—4= ‘ b e
3 3x=-¥i~'—"~)—::>”!2x—v—3:0
= ¥~ 3¢ +11=0 4
10 - _
: %
ax Y _q B X ,Y_,
3 2 -2 2
. &£ F




