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Unidades de medidas de arcos e angulos

Ao tratarmos da medida de um arco, adotamos o grau (°) ou radiano (rad).
. s 1 . o .
= 1 grau é igual a 360 da circunferéncia na qual se encontra o arco a ser medido.

Como sabemos, o grau possui submiltiplos importantes, como o minuto e o sequndo.
0 arco de 1 minuto (indica-se 1') corresponde ass do arco de medida 1°; o arco de 1 sequndo (indica-se 1")
corresponde a w0 do arco de medida 1'.

= 1 radiano é a medida de um arco cujo comprimento é igual ao raio " A
. . . 301
da circunferéncia na qual se encontra o arco a ser medido. ( _‘.‘?{ e\
0 arco AB, bem como seu angulo correspondente AGB, mede 1 rad. 0" “ A
Jé o arco CD mede 2 rad, pois seu comprimento é igual ao dobro " _, /B
da medida do raio. comprimentos iguais
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2nrad — 360°
Como sabemos, o comprimento € de uma circunferéncia de raio r é igual nrad — 180°
e . wvn . .
a 2mr. Isso significa que o raio “cabe” 2m vezes nesse comprimento (aproxi- T ad 90°
madamente 6,28 vezes). Desse modo, como um arco de comprimento igual a r 2
. ) b
mede 1 rad, um arco de comprimento 27nr (volta completa) mede 2x rad. Dai 3 rad — 60°
concluimos que as medidas de 2n rad e 360° sdo equivalentes. T4 450
Observe as sequintes relagdes no quadro ao lado. 4

Exercicios

1. Transformar a medida de um arco de 30° (ou angulo de 30°) em radianos.

2. Transformar a medida de um arco de Z rad (ou um angulo de Z rad) em graus.

3. Quanto mede, em graus, um arco de 1 radiano?




Solugdes:

Solucao:
1 Podemos estabelecer a regra de trés simples:
* ntrad 180° Pense nisto: Como 30° correspondem
o a 62 parte de 180°, temos, em
X 30 . . T

radianos, a medida de ™.

Dai.x — 30° - mrad _ T 6

! 180° 6

Solucao:
2 . Devemos estabelecer a regra de trés simples:

nrad 180°
L rad X Pense nisto: Como a © rad correspondem
4 o
it 180°, a-* rad equivalem 1807 _ 45°,
T rad - 180° 4
Assim, X = —————— e x = 45°,
7 rad

3 Solugao:

Como a 7 rad (ou 3,14 rad, aproximadamente) corres-

Pense nisto: 57,3°
pondem 180° podemos fazer: e . e nist
1314 rad 80° equivalem a 57°18".
Jd4rad —1 X = 180 — x=573° = 57°18
L Trad—x 3,14 N

0 comprimento de um arco

..// \ A

5 o al
{ > "', e " o medida de um arco em radianos
' "-'-’-‘.g rad ,e a=2=L Sendo ¢ ¢: comprimento do arco.
A ¥ B - . r: medida do raio da circunferéncia.

Pense nisto: o & o “nimero de vezes que o raio cabe no arco retificado”.

Exercicios

4. Quanto mede, em radianos, 0 arco AB, contido em uma circunferéncia de raio 3 ¢m, cujo comprimento é4,5 cm?

Solucao:

Podemos fazer:

Bem j A o= = 1,5 rad

Uma solugdao equivalente consiste em usar a propria definigao de radiano:
medida do arco comprimento do arco

[ 1 rad 3 cm
‘l N 4.5 cm = x = 1,5 rad



5. oualé¢o comprimento de um arco de 72° sobre uma circunferéncia de raio 8 cm?

12 solucdo:

= O comprimento da circunferénciaéc =2-n-8 = 16mcm.

S/ ; \ Podemos fazer:
/ - r _ o
/ 8 omy \ 1 mﬂ::m 33? = 12“ cm (ou 10,048 cm, aproximadamente).
II o \ L -
‘ o] 360
\ 0 om ." Observe que = = 5;assim, 0 comprimento do arco corresponde a quinta
'\\ /r" parte do comprimento da circunferéncia correspondente,
=
i 22 solucao:
= Expressamos 72° em radianos: <[ 180° — 1 rad =X= 21 rad.
| 72— 5
, - { 2t ¢ 16m
Dai,usamos a relacdo o = S YAy == s m

6. Determine a medida do menor angulo o formado entre os ponteiros de um relégio ao marcar 2h40 min.

Solucéo:

0 angulo pedido mede o

30°.

Exercicios )

r

1. Expresse em radianos:

a) 30° d) 210° g) 20°
b) 15° e) 270° h) 150°
c) 120° f) 300° i) 315°

Expresse em graus:

b T 21
a rad d rad rad
) 3 ) c q) 9
b) XL rad e) 0,5rad h) Az rad
2 6
] L rad f) 3n rad i) 3rad
4 4

Uma semicircunferéncia tem comprimento
188,4 m.Quanto mede seuraio? Use a aproximacao
T =314

angulo central tem medida

Observe que,entre duas marcas consecutivas de horas, forma-se um arco cujo

360°

12° = 30°% Assim, . =6-30°-x=180°-x.

Em 1 hora (60 minutos), o ponteiro das horas percorre um arco de medida

Para calcular a medida x do angulo percorrido pelo ponteiro das horas em
40 minutos, podemos estabelecer a relagdo:

,f 60 minutos — 30°
| 40 minutos — x

Assim: o = 180° — 20°

=x=20°

160°.

4. calculeo comprimento de um arco AB definido

em uma circunferéncia de raio 8 cm por um an-
gulo central AOB de 120°.

Considerando que, na figura abaixo, AB esta dividi-
do em 12 partes iguais, qual o percurso mais curto
sobre as semicircunferéncias: AMB ou ADCEB?




6 -Marque, no ciclo trigonométrico, os pontos corres-

pondentes aos seguintes nimeros reais: 0, - %, 37,
7m 5T > 4
6 3

' 7.Agru pe, por quadrante, os pontos correspondentes

aos seguintes numeros reais:—%, 2L - 21¢ 4“:, ?n,

6" 312" 3 4
21t 31 ST 4 7T +f7 15w 157 10 13 5.

" F F r r r r

FIE g YRR 1 8 11 3" 4

8..Um automosvel percorre 157 m em uma pista circular,
descrevendo um arco de 72°. Determine o raio da
curva.Use a aproximacao it = 3,14.

ALEXARGOZINO

Simetrias

No ciclo trigonométrico, interessam-nos diretamente trés tipos de simetrias: em relagdo ao eixo vertical,
em relacdo ao eixo horizontal e em relagdo ao centro.

Para o estudo de cada uma delas, tomaremos um arco de medida a radianos, do 1° quadrante, correspon-
dente a0 nimero real a.

= Simetria em relacdo ao eixo vertical
Seja P a imagem do niimero real a.
0 simétrico de P em relagdo ao eixo vertical & o ponto P', imagem do niimero real 7 - a, visto que os angulos
centrais assinalados na figura sdo congruentes.
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= Simetria em relacdo ao eixo horizontal
Levando em conta a congruéncia entre os angulos centrais assinalados na figura, podemos afirmar que o
niimero real que possui imagem simétrica a imagem de a é o ndmero 21 — a.

@)

Pense nisto: Os dois tridngulos dessa
| NS
f v

figura sdo congruentes.




= Simetria em relacdo ao centro do ciclo

Quando dois pontos sdo extremidades opostas de um didametro, { - |

LY
como P e P' da figura, a diferenga entre os nimeros correspon- \ o |

dentes vale 7. t,\ /
(@+mn —
0Os pontos P e P', imagens dos niimeros reais 3 V“‘\P
(e} en-= = -3-7-5-, respectivamente, sdo simétricos 3n %
— 4 4 ol 4 . \a
g" em relacdo ao eixo vertical. 0 mesmo ocorre com T o 10
Q Qe Q, imagens de 0 e m, respectivamente. \ /
>
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o Em relagdo ao eixo horizontal, sdo simétricos os ’. 6 | -.||
= pontos P e P' (note a congruéncia entre os dngulos ‘.. 0‘}.60.,; ]
= assinalados). \ gy e
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Os pontos correspondentes aos nimeros reais <~ e —— sao si-

métricos (os angulos assinalados sdo opostos pelo vértice):

6 6

Exercicios J

20.Marque, no ciclo trigonométrico, os pontos corres-

pondentes aos numeros -1-;- e—23£. Cite a simetria,

se houver.

2 1.Proceda da mesma forma que no exercicio anterior

para:
b) & ¢ 1T d)-E e 3T
6 6 2 2

2 2 .Na circunferéncia trigonométri-
ca ao lado, os pontos Q e Q' sao
imagens dos nimeros reais a e
b, respectivamente, com a e b
pertencentes ao intervalo [0, 2x[.

\ Determineae b.

23 .Na figura, o hexdgono regular ABCDEF estéd inscrito
na circunferéncia trigonométrica. O vértice A é ima-
gem do numero real zero.

Determine a quais niimeros reais pertencentes ao
intervalo [0, 2n[ correspondem os demais vértices.

Respostas dos exercicios anteriores:



5. Seja u a distancia entre duas marcac¢des sucessivas. Temos:

I 1
AMB = 5 L2 . 6u = bntu
—— 1
ADC = 2 L2 2u = 2mu
1 0 caminho ADCEB tem comprimento 2mu + 4mu = 6mu
CEB = 7 -2m . 4u = 4mu

Assim, temos que ambos tém o mesmo comprimento.
RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCLA
SENO

Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica, imagem de um nimero real o, 0 = o0 =< 27; como vimos,
P corresponde i extremidade final de um arco AP, de medida o radianos.

; |';,— "'--f m (ﬂF_’] = ot rad
/ . m(AOP) = rad
.. ‘.-Ila '
o iy

Ao projetarmos ortogonalmente esse ponto P sobre o eixo vertical, obtemos o ponto P'
A medida algébrica do segmento OP', considerando a orientacdo do eixo vertical, damos o nome de seno de .
Assim, podemos escrever:

sen o = OP' ou sen AP =0P' ou  sen AOP = OPF'

Daqui em diante, o eixo vertical serd chamado eixo dos senos.

Valores notaveis






Ja estamos familiarizados com o seno de alguns niimeros reais, como
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Exercicios

Calcule o valor da seguinte expressao:

sen 0 + sen 125 —sen 3

y —
2-sen E

Dé o valor de:
a) sen3—2“ e) sen 225°
b) senm f) sen 300°
c) sen 120° g) sen 2w
d) sen 150° h) sen 330°
Localize os niimeros reais % ,E ,? e 2% na cir-

cunferéncia trigonométrica. Em seguida, forneca o
seno de cada um deles.

Identifique os pares de medidas de arcos que pos-
suem o mesma seno:

2n rad EL rad An rad
3 4 3
2K rad i rad L rad

Sem consultar a tabela, compare os pares de
valores seguintes:

c) sen 260° e sen 250°
d) sen 300° e sen 290°

a) sen 75° e sen 85°
b) sen 100° e sen 170°

Com auxilio da tabela do inicio do livro, calcule:

a) sen 130° c) sen 320° e) sen3—5ﬂ
b) sen 230° d) sen—E

Determine o sinal de:

a) sen 3° c) sen 5 e) sen 200°
b) sen 3 d) sen 100°

Sabendo que ser'ijlyIE = a,responda:

a) a=0oua<0?

b) qual é o valor de sena—;c, em funcédo de a?

Resolva as equagdes seguintes, sendo U = [0, 2x[.

a) senx = i
2

b) senx =0

c) senx = -1

v
d) senxz—g-
2

Seja P um ponto sobre a circunferéncia trigonomeétrica,
imagem do ntimero real o, 0 = o = 27.

Ao projetarmos ortogonalmente esse ponto P sobre o eixo

horizontal, obtemos o ponto P'.

A medida algébrica do segmento OP', considerando a orien-
tacdo do eixo, damos o nome de cosseno de .



A partir desse momento, o eixo horizontal serd chamado eixo dos cossenos.

. g-.Fr
. - - m (AP) = crad

! + -.I.'}I'.' . ; - m (ﬁf}F’) = o rad
| O p !

1 1 .calcule o valor de cada expressao seguinte:
cos 90° — cos 180°
cos 60° - cos 0° + cos 90°

a) y=

b) x =cos .cos - + cosmt-cos
4 2 6

1 Z.Localize os numeros reais %— ,5—75 - 25 e 1ix

6 6
circunferéncia trigonométrica. Em seguida, forneca

na

1 8.C|assiﬁque em seu caderno como verdadeiras (V) ou
1 falsas (F) as afirmacoes seguintes e corrija as falsas.

a) cos 90° — cos 30° = cos 60°

b) (sen —n-)z -+ (cos —7—5—)2 = 1
] 3 3

Cc) cos2 < cos 1

d) sen 100° + cos 100° < O

e) cos6 <0 v

f) Existe um numero real a,tal que cos a = 2.

1 9.0bservando a figura ao

lado,encontre o perimetro ALl
€ a area do triangulo OAB ol e
v

situado no 1°¢ quadrante
do ciclo trigonométrico.

]ZO.NO ciclo trigonométrico 3

ao lado, A é ponto médio B
1 de OB e B é a imagem do K A
oL

numero real o.. Encontre, = -
em funcao de o, a area do
triangulo ABC.

2 1.Resolva as equagoOes seguintes, considerando
U = [0, 2x[. |

a) cosx=0 €) cosx — 1 e)3-cosx+6=0

V2

b) cossz d) cos x

f) 4d-cos’x— 3 -

I
I

N =



T senos

Relacoes entre seno e cosseno Temos:

OF' = cosx e PP' = sen x
Relacdo fundamental da trigonometria 00" = cos (% - X) e 0Q' = sen (% - )

Observando que:
Do estudo da trigonometria no tridngulo retangulo, temos a relagdo fundamental da m, PPy = m(QdQ")

sen? o + cos? o = 1, sendo o a medida de um dos dngulos agudos do tria 9F = 0Q = 1 (medida do raio)

Pense nisto: sen’ 0. = (sen c)? e cos? o = (cos o) : z

SejaxER,comOE—:x&E%.

No ciclo trigonométrico a notamos que os tridngulos retangulos destacados sdo congruentes. Dai, vem:
do arco de medida x radiano

- PP' = QQ' = sen x = cos (—g— - x) e OP' = 0Q' = cos x = sen (% - x).
Exemplo: Dado ' B . .
Essa relacao pode ser estendida para qualquer arco de medida x, 0 < x < 2m:

1
senx = -,
3

= ELE = Ll
com senx-—cos(2 ) e €os X sen(2 )



n ~
— < x < T, para obtermos cos x, usamos a relacdo fundamental

2
N
(5) +cos®? =1

()

Q

7]

N
=

Il
—

|
O =

cosx==4 |- = + —

Exercicios

23 .Verifique a validade da relagcdo fundamental para os
seguintes numeros reais:

TC TC
a) — b) —
3 ) 4
24 .sendo cos x = % com x no 4° quadrante, deter-

mine sen X.

25.Um naimeroreala & [0, 27t] pode satisfazer simul-

taneamente sen o = % e COos X = i?
26.sesenx=-1 2, com x no 32 quadrante, determine

COs X. 13

2 7.Considerando aaproximacao sen 74° = —% calcule:

a) cos 74° Cc) cos 16° e) cos 164°
b) sen 16° d) sen 254°






